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1. 서론

유한 귀납법의 기본원리

양의 정수들로 이루어진 집합  가 다음 두 가지 성

질을 만족한다고 하자.

(ⅰ) 정수 은  에 속한다.

(ⅱ) 정수 가  에 속하면, 또한  에 속한다.

그러면  는 모든 양의 정수를 가진다.

2. 정수의 나눗셈정리

(1) ,≠가 정수이면   ,  ≤   을 만족  

   하는 유일한 정수  이 존재한다.

, ∤

∈ℤ가 존재하여   를 만족할 때 는 ≠∈ℤ

로 나누어진다고 표현하고 로 쓴다.

가 로 나누어지지 않는 경우 ∤로 쓴다.

(1) 정수   에 대해 다음이 성립한다.

   (ⅰ) ,  , 

   (ⅱ)  ⇔  ±

   (ⅲ) ,   ⇒ 

   (ⅳ) ,   ⇒ 

   (ⅴ) ,   ⇔  ± 

   (ⅵ) , ≠ ⇒ ≤ 

   (ⅶ) ,  ⇒ ∀ ∈ℤ,  

최대공약수 gcd 

 를 적어도 둘 중 하나는 이 아닌 정수라 하자. 

 의 최대공약수는 gcd 로 쓰고 다음을 만족하는

양의 정수 이다.

(ⅰ) , 

(ⅱ)  ,   ⇒ ∣

 를 적어도 둘 중 하나는 0이 아닌 정수라 하자.

(1) gcd     를 만족하는  가 존재한다.

(2) 집합     는정수는 정확히 정수

  gcd 의 배수로 이루어진 집합이다.

서로 소

둘 중 하나는 이 아닌 정수  에 대해 

gcd   인 경우 서로 소라 한다.

(1)  를 둘 중 하나는 0이 아닌 정수라 하자.

gcd    ⇔   를 만족하는  가 존재

(2) gcd    ⇒ gcd   

(3) ,  , gcd    ⇒ 

(4) 유클리드 보조정리: , gcd    ⇒ 

(5)    ⇒ gcd   gcd 

(6) ≠∈ℤ에 대해 gcd   gcd 

최소공배수  

영이 아닌 두 정수  의 최소공배수는 다음을 만족

하는 양의 정수 이며  로 표현된다.

(ⅰ)   

(ⅱ)    이면   일 때  이다.

(1) 양의 정수  에 대해 gcd    .

(2) ∀ ∈ℤ,     ⇔ gcd   

(3)   이 해를 가진다 ⇔ gcd  

특수해  에 대하여 모든 해는 다음과 같다. 

   
      

 , ∈ℤ

3. 소수와 그 분포

소수, 합성수

만약 정수  의 양의 약수가 1과 뿐일 때, 1보다 큰 

를 소수라 하자. 1보다 큰 정수 중 소수가 아닌 정

수를 합성수라 한다.

(1) 가 소수,   ⋯  이면  ≤  ≤  인 어떤 에 

대해  이다.

(2) 만약    ⋯  이 소수이고   ⋯ 이면

 ≤  ≤  인 어떤  에 대해    이다.

(3) (산술의 기본정리) 모든 1보다 큰 양의 정수 은  

인수가 나타나는 순서를 고려하지 않을 때, 소수들의  

곱으로 유일하게 표현된다.

(4) 모든 양의 정수   에 대하여 

                 



 ⋯ 



을 만족하는 양수 와 소수 (   ⋯ )가 

존재한다.

(5) (유클리드) 무한히 많은 소수가 존재한다.

(6) (디리클레) 와  가 서로 소인 양의 정수이면, 다음 

수열은 무한히 많은 소수를 포함한다.

                    ⋯
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4. 합동이론

합동

 을 주어진 양의 정수라 하자.  이 차 를 나누

면 정수  와  를 법 (또는 모듈로) 에 대해 합동이

라 말하며 기호로 표현하면 다음과 같다.

≡ mod 

(1) 임의의 정수 와  에 대해 ≡ mod 일 필요충

분조건은 와 는  으로 나누었을 때, 음이 아닌 

같은 나머지를 가진다.

(1) ≡ mod  ⇔ 와 는  으로 나눈 나머지가 같다.

(2)    이 고정되고,     를 임의의 정수라 하면  

다음 성질이 성립한다. 

(ⅰ) ≡ mod 

(ⅱ) ≡ mod  ⇒ ≡ mod 

(ⅲ) ≡ mod , ≡ mod 

     ⇒ ≡ mod 

(ⅳ) ≡ mod , ≡ mod 

     ⇒ ≡ mod , ≡ mod 

(ⅴ) ≡ mod 

     ⇒ ∀∈ℕ  ≡ mod 

(3) ≡ mod 

⇒ ≡ mod 


   gcd 

(4) ≡ mod , gcd    ⇒ ≡ mod 

(5) ≡ mod , ∤(:소수)  ⇒ ≡ mod 

정수의 2진법과 10진법 표현

(1)   
  




를 정수계수 를 가진 의 다항 함수라

하자.

≡ mod 이면  ≡ mod 이다.

(2) 가 합동식  ≡ mod 의 해이고 

≡ mod 이면  또한 해이다.

(3)     ⋯  ≤  ≤ 

에 대하여     ⋯이라 하면   일 필요

충분조건은   이다.

(4)     ⋯  ≤  ≤ 

에 대하여      ⋯이라 하면 

  일 필요충분조건은   이다.

선형 합동식과 중국인의 나머지 정리

(1) ≡ mod 의 해가 존재한다 ⇔ gcd  

이면 법  에 대해 개의 서로 합동이 아닌 해를 

가진다.

(2) gcd   이면 선형 합동식 ≡ mod 은 법 

 에 대해 유일한 해를 가진다.

(3) (중국인의 나머지 정리)   ⋯ 을 ≠에 대해 

gcd   인 양의 정수라 하자. 그러면 연립 선

형 합동식

                ≡ mod 

                ≡ mod 

                     ⋮

                ≡ mod 

은 법  ⋯ 에 대해 유일한 공통 해를 가진다.

5. 페르마 정리

페르마의 작은 정리와 유사소수

(1) (페르마 정리)  가 소수, ∤ ⇒  ≡ mod 

(2) ∀:소수, ∀∈ℤ   ≡ mod 

(3) (윌슨의 정리)가 소수이면 ≡ mod 

(4)  가 홀수인 소수라 하자.

    ≡ mod 가 해를 가짐 ⇔ ≡ mod 

6. 수론 함수

수론함수(산술함수)

정의역이 양의 정수의 집합인 임의의 함수를 수론 함수

또는 산술 함수라 부른다.

 , 

양의 정수  에 대해 , 를 다음과 같이 정의한다.

:  의 양의 약수의 개수

:  의 양의 약수들의 합

(1)   



 ⋯ 

이   의 소인수분해라 하자.

(ⅰ)      ⋯  

(ⅱ)   


 


 


 


⋯ 


 



승법적

수론 함수 를 gcd   일 때

  

이면 승법적이라 말한다.

(1) 함수  와  는 승법 함수이다.

(2) gcd   이면 의 양의 약수의 집합은  ,  

 이고 gcd   인 모든 곱 로 구성된다.  

더군다나 이 곱은 모두 다르다.

(3) 가 승법 함수이고  


라고 정의하면    

 도 또한 승법 함수이다.
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

양의 정수  에 대해 를 다음과 같이 정의 한다.

 











    
    는소수

     ⋯   는서로다른소수

(1) 함수  는 승법함수이다.

(2) 양의 정수  ≥ 에 대해




      
    

(3) (뫼비우스 역공식)

    와 를  


인 수론함수라 하자.

   그러면,  





 






.

(4)  : 승법함수,  


 ⇒ : 승법함수

 

임의의 실수 에 대해  를 보다 작거나 같은 가장

큰 정수라 한다.

(1) 가 양의 정수, 가 소수이면 을 나누는 가장 큰  

의 거듭제곱의 지수는 
  

∞ 






 


 이다.

7. 오일러 정리



 ≥ 에 대해 을  과 서로 소이면서 을 넘지 

않는 양의 정수의 개수라 정의한다.

(1) : 소수,    ⇒       

 
(2) ∀  ∈ℤ,

gcd    ⇔ gcd   , gcd   

(3) 함수 는 승법함수이다.

(4) 정수   이   



 ⋯ 

인 소인수 분해이면

  

 

 ⋯ 

 
(5)   이고 gcd   이라 하자. 

  ⋯ 이 보다 작고 과 서로 소인 양의 

정수이면   ⋯ 은 법 에 대해 어떤  

순서로   ⋯ 과 합동이다.

(6) (오일러)  ≥ , gcd    ⇒  ≡ mod 

(7) (가우스) 양의 정수  ≥ 에 대해  
 

.

8. 원시근과 지표

법 에 대한 의 위수

   그리고 gcd   이라 하자. 법 에 대한 의

위수는  ≡ mod 인 가장 작은 양의 정수 이다.

ord  라 하면 다음이 성립한다.

(1)  ≡ mod  ⇔  ; 특히, 

(2)  ≡ mod  ⇔ ≡ mod 

(3)   ⋯ 는 법 에 대해 서로 합동이 아니다.

(4)    ⇒ ord gcd 


원시근

gcd   이고 법 에 대한  의 위수가 이

면 를 정수 의 원시근이라 한다.

(1) gcd   이고   ⋯ 을 과 서로 소인   

보다 작은 양의 정수라 하자. 가 의 원시근   

이면,   ⋯ 은 법 에 대해 어떤 순서로 

  ⋯ 와 합동이다.

(2) 이 원시근을 가지면 정확히 개의 원시근이  

존재한다.

(3) 를 소수라 하고  이면 법 에 대해 위수 를  

갖는 정확히 개의 합동이 아닌 해가 존재한다.

(4) 정수   에 대하여 다음은 동치이다.

(ⅰ) 의 원시근이 존재한다.

(ⅱ)      또는  (는 홀수인 소수)

지표

을 의 원시근이라 놓자.

gcd   이면 ≡ mod 인 가장 작은 양의 

정수 를 에 대한 의 지표라 부른다.

(1) 이 원시근 을 가지고 ind를 에 대한 의 원시근

이라 놓으면 다음 성질이 성립한다.

(ⅰ) ind≡indind mod 

(ⅱ) ind ≡ind mod    

(ⅲ) ind≡ mod  ind≡ mod 

(2) 이 원시근을 갖는 정수, gcd   이라 하면 

다음은 동치이다.

(ⅰ)  ≡ mod 의 해가 존재한다. 

(ⅱ) 




≡ mod ,   gcd 

해가 존재하는 경우 정확히 개의 해가 존재한다.
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9. 이차상호법칙

이차 잉여류, 이차 비잉여류

는 홀수인 소수, gcd   이라 하자.

이차 합동식  ≡ mod 가 해를 가지면 를 의 

이차 잉여류, 갖지 않으면, 를 의 이차 비잉여류라

한다.

(1) 는 홀수인 소수, gcd   이라 하자.

(ⅰ) 가 의 이차 잉여류 ⇔ 




≡ mod

(ⅱ) 가 의 이차 비잉여류 ⇔ 




≡ mod

르장드르 기호

는 홀수인 소수, gcd   이라 하자.

그러면 르장드르 기호 
 는 다음과 같이 정의된다.

         
     는 의이차잉여류

  는 의이차비잉여류

(1) :홀수인 소수, gcd   gcd   gcd   

이면 다음이 성립한다.

(ⅰ) ≡ mod  ⇒   

(ⅱ)   

(ⅲ)   




mod 

(ⅳ)     

(ⅴ)   ,   




(2) 를 홀수인 소수라 하면 
  



  이다. 따라서 

정확히 


개의 의 이차잉여류와 


개의 의 

이차 비잉여류가 존재한다.

(3) 를 홀수인 소수라 하면 다음이 성립한다.

               



 

(4) (이차상호법칙) ,: 서로 다른 홀수인 소수이면

  





 
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Chapter 1 서론

1.1 수학적 귀납법

(정렬성의 원리) 공집합이 아니고 음이 아닌 정수들을 원소로 갖는 모든 집합  는 

최소 원소를 가지고 있다. 

정리 1.1 (아르키메데스 원리) 와 가 양의 정수이면,  ≥ 를 만족하는 양의 정수

이 존재한다.

『증명』

정리 1.2 (유한 귀납법의 기본원리) 양의 정수들로 이루어진 집합  가 다음 두 가지

성질을 만족한다고 하자.

(a) 정수 은  에 속한다.

(b) 정수 가  에 속하면, 다음 정수  또한  에 속한다.

그러면  는 모든 양의 정수를 가진다.

『증명』

정리 1.3 양의 정수들로 이루어진 집합  가 다음 두 가지 성질을 만족한다고 하자.

(a) 정수 은  에 속한다.

(b)   ⋯  가  에 속하면, 다음 정수   또한  에 속한다.

그러면  는 모든 양의 정수를 가진다.

『증명』
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※ 다음은 모든 자연수 에 대하여 성립하지 않지만 정리 1.2의 (b)를 만족한다. 

                              ⋯      

   유한 귀납법의 원리에서 (a)는 반드시 필요한 조건이다.

예제 1.1

            다음과 같이 정의 되는 Lucas 수열을 이라 하면 모든 자연수 에 대하여 

              이 성립함을 보여라.

                               ,   ,         ,  ≥ 

『풀이』
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Chapter 2 정수의 나눗셈 알고리즘

2.2 나눗셈 알고리즘

정리 2.1 (나눗셈 알고리즘) 주어진 정수  에 대해   , 다음을 만족하는 유일한 

정수  이 존재한다.

                              ,   ≤   

를 로 나누는 연산에서 를 몫(quotient), 은 나머지(remainder)라 부른다.

『증명』

따름정리 2.2  가 정수이면 ≠  다음 식을 만족하는 유일한 정수  이 존재

한다.

                              ,   ≤   

『증명』
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예제 2.1

            모든 이상의 정수 에 대해 

  
이 정수임을 보여라.

『풀이』
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2.3 최대공약수

정의 2.1 정수 가 존재하여   를 만족할 때 는 이 아닌 정수 로 나누어진다고  

표현하고   로 쓴다. 가 로 나누어지지 않는 경우 ∤로 쓴다.

정리 2.3 정수   에 대해 다음이 성립한다.

(a)         

(b)    이면  ±이다. 그 역도 성립한다.

(c)    이고    이면    이다.

(d)    이고    이면    이다.

(e)    이고    이면  ± 이다. 그 역도 성립한다.

(f)    이고  ≠  이면 ≤  이다.

(g)    이고    이면 임의의 정수  에 대해     이다.

『증명』

(참, 거짓 판정문제) 가 소수일 때,    을 나누는 소수는 보다 크다. [2011]

『풀이』
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정의 2.2  를 적어도 둘 중 하나는 이 아닌 정수라 하자.  의 최대공약수     

(greatest common divisor)는 gcd 로 쓰고 다음을 만족하는 양의 정수 이다.

(a)      

(b)    이고,    이면  ≤ 

예제 2.2

           gcd   , gcd   , gcd  , gcd    

『풀이』

정리 2.4 적어도 하나는 이 아닌 주어진 정수  에 대해

gcd     

를 만족하는  가 존재한다.

『증명』

정의 2.3 정수  에 대해 gcd   인 경우 서로소(relatively prime)라 한다.

정리 2.5  를 둘 중 하나는 이 아닌 정수라 하자.  가 서로 소이면  가  

존재하여     이다. 역도 성립한다.

『증명』

따름정리 2.6       그리고 gcd   이면   이다.
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『증명』

정리 2.7 (유클리드 보조정리)   이고 gcd   이면   이다.

『증명』

정리 2.8  를 둘 중 하나는 이 아닌 정수라 하자. 양의 정수 에 대해 

  gcd 와 아래 명제는 필요충분조건이다.

(a)      

(b)       이면   이다.

『증명』
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2.4 유클리드 알고리즘

보조정리 2.9     이면 gcd   gcd 

『증명』

예제 2.3

            gcd 를 구하고 과 의 일차결합으로 표현하여라.

『풀이』

<보기>에서 옳은 것을 모두 고른 것은? [2009]

<보기>

ㄱ. 정수 , 가 서로소이기 위한 필요충분조건은 적당한 정수  , 에 대하여 

    이 성립하는 것이다. 

ㄴ. 양의 정수 과 에 대하여   과   이 서로소이기 위한 필요충분조건은

과 이 서로소인 것이다. 

ㄷ. 양의 정수가 진법으로 표현될 때 자리 수이기 위한 필요충분조건은 진법

으로 표현될 때 자리 수 인 것이다. 

① ㄱ                          ② ㄴ                    ③ ㄱ, ㄴ

④ ㄱ, ㄷ                  ⑤ ㄴ, ㄷ
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『풀이』
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2.5 디오판투스 방정식     

정리 2.10 선형 디오판투스 방정식     는 해를 가지는 것은   gcd 일 

때   임과 동치이다.  가 이 방정식의 특수해라면 다른 모든 해들은 가 임의

의 정수일 때 다음과 같이 표현할 수 있다.

    
      

 

『증명』

예제 2.4

            한 고객이 달러에 열 두 개의 과일, 사과와 오렌지를 구입하였다. 사과가  

            오렌지 보다 센트 더 비싸고 사과를 오렌지보다 더 많이 구매하였다면 각각  

            얼마나 구입하였는가? (1달러=100센트)

『풀이』
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(참, 거짓 판정문제) 부정방정식     의 정수해가 존재한다. [2010]

『풀이』

방정식     를 만족하는 양의 정수해  의 개수를 구하시오. [1992]

『풀이』

절댓값이 이하인 두 정수 , 가      를 만족시킬 때,       의 

값을 구하시오. (단,  는 와 의 최대공약수이다.) [2009 모의평가]

『풀이』


