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Chapter 1 군(Group)

1.1 군의 정의와 예

정의 1.1 집합 ≠ ∅ 위에 이항연산 ∗이 정의되어 있고 임의의 원소   ∈에  

대하여 다음이 성립하면  ∗을 군(group)이라고 한다. 

  (1) ∗ ∈

  (2) ∗  ∗   ∗ ∗ 

  (3) 특정한 원소 ∈ 가 존재하여, 모든 원소 ∈ 에 대하여 등식

     ∗      ∗ 가 성립한다.

  (4) 각 ∈ 에 대하여 ∗     ∗ 인 원소 ∈ 가 존재한다. 

     (  
 로 표기한다.)

특별히 ∗   ∗ 을 만족하는 군을 가환군(abelian group)이라 한다.

정의 1.2 군  ∗에서 

(1) 가 무한집합일 때 이 군을 무한군(infinite group)이라 하고, 

(2)  가 유한집합일 때 이 군을 유한군(finite group)이라고 하며  인 경우    

     을 이 군의 위수(order)라고 한다.  

예제 1.1

           (1) 집합   ± ±에 곱셈 연산이 주어지면 군이 된다.

           (2) ℚ ℚ ℝ ℝ를 

ℚ∗ ℚ , ℚ∗∗  ∈ℚ    

ℝ∗ ℝ , ℝ∗∗  ∈ℝ    

               라 정의하면 

                  ℤ , ℚ , ℝ , ℚ ×, ℝ ×, ℚ ×, ℝ ×

               은 모두 군이 된다.

           (3) 양의 정수에 곱셈 연산이 주어지면 군이 되지 않는다.

『풀이』
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예제 1.2

           ℝ, ℝ, ℝ을 

                   ℝ: 실계수 × 행렬을 모두 모아 놓은 집합

                   ℝ ∈ℝ  det≠ 

                   ℝ ∈ℝ  det 

           으로 정의 할 때, ℝ , ℝ ∙, ℝ ∙는 각각 군이 됨을 

증명하여라.

『풀이』

예제 1.3

           


 


 

 
 



 


 

  
 



 


 

  
 



 


 

 
에 대하여   ±  ± ± ±에 

           행렬의 곱셈연산이 주어지면 군이 된다. 이 군을 사원수군(quaternion group)   

           이라 한다. 

『풀이』

∙            



 



 



 



 
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예제 1.4

           ℤ 은 군이 됨을 보여라. 

『풀이』

예제 1.5

           ℤ
    ∈ℤ  gcd  에 대하여 ℤ

  ×은 군이 됨을 보여라. 

『풀이』
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예제 1.6

           는 합성 연산에 대하여 군이 됨을 보여라. 

『풀이』 

예제 1.7

           는 합성 연산에 대하여 군이 됨을 보여라. 

『풀이』 
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집합 ∅    의 임의의 원소   에 대하여 연산 ∆를

∆  ∪ ∩

로 정의할 때, ∆에 대한 의 역원을 구하시오. [1993]

『풀이』

다음 명제의 진위를 판정하고 이유를 설명하시오. [1994] 

“모든 군에서 교환법칙이 성립한다.”

『풀이』

정리 1.1   ∗  ∘을 군이라 하자. ×의 연산 ∙을 

 ∙ ′ ′   ∗ ′  ∘ ′

이라 정의하면  × 는 군이다. 또한, 와 가 가환군이면  × 는 가환군이고, 

와 가 유한군이면  ×는 유한군이며  × 이다. 

『증명』

예제 1.8

           (1) ℤ×ℤ에서  ∙  , 항등원,  의 역원을 구하여라.

           (2) ℝ∗ ×에서  ∙  , 항등원,  의 역원을 구하여라.

              (단, ℝ∗ ℝ 는 곱셈 연산에 관한 군이다.)

『풀이』
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1.2 군의 기본 정리

정리 1.2 군  에서 임의의 원소   ∈ 에 대하여 다음이 성립한다.

(1)  는 유일한 항등원을 갖는다. 

(2)   이면   이고,   이면   이다. 

(3)  의 각 원소는 유일한 역원을 갖는다. 

『증명』

따름정리 1.3 군  에서 임의의 원소   ∈ 에 대하여 다음이 성립한다.

(1)    
 

 

(2) 
     

『증명』

군  의 임의의 원소 에 대하여 
   이면,  는 가환군임을 보이시오. [1999]

『풀이』
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정의 1.3 곱셈군  에서 임의의 원소 ∈ 와 정수 에 대하여 을 다음과 같이 

정의한다.

                         








 ⋯     
    


  ⋯ 

     

덧셈군  에서 임의의 원소 ∈ 와 정수 에 대하여 을 다음과 같이 정의한다.

                         








 ⋯      
    

  ⋯       

정리 1.4 군  에서 임의의 원소 ∈ 와 정수  에 대하여 다음이 성립한다.

(1)     

(2)    

『증명』

정의 1.4 군  에서 원소 ∈ 에 대하여

(1)   인 양의 정수 가 존재하는 경우에 를 유한 위수(finite order)를 가진     

     원소라 하고,   인 가장 작은 양의 정수 을 의 위수(order)라고 하며      

      으로 나타낸다. 

(2) 모든 양의 정수 에 대하여  ≠ 일 때, 는 무한 위수(infinite order)를 가진   

     원소라고 한다. 
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예제 1.9

       (1)   의 원소의 위수를 모두 구하여라.

       (2) ℝ에서 은 무한 위수를 갖는다.

       (3) 군  에 대하여 항등원을 제외한 모든 원소의 위수가 이면 가환군이다. 

       (4) 유한군의 원소는 모두 유한 위수를 갖는다.

       (5) 모든 원소의 위수가 유한인 무한군이 존재한다. (예제 1.33)

『풀이』

정리 1.5 군  에서 임의의 원소 ∈ 에 대하여 다음이 성립한다.

(1) 가 무한 위수를 가지면 각각의 ∈ℤ에 따라 는 모두 다르다. 

(2)  ≠ 일 때,   이면 는 유한 위수를 갖는다. 

(3) 의 위수가 일 때,    ⇔ ∣이고,    ⇔  ≡  mod이다.

(4)  이면 gcd 


이다. 

『증명』
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예제 1.10

           (1) ℤ에서 의 위수를 구하여라.

           (2) ℤ ×ℤ의 원소  의 위수를 구하여라.

『풀이』

다음 명제의 진위를 판정하고 이유를 설명하시오. [2011]

“ ℤ ×ℤ의 원소  의 위수(order)는 이다.”

『풀이』

예제 1.11

           군  의 원소  에 대하여 다음이 성립함을 증명하여라.

 
 ,  

 ,  

『풀이』
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예제 1.12

           군  의 원소  에 대하여 다음 물음에 답하여라.

           (1)   이고 와 가 서로소이면  임을 증명하여라.

           (2) ≠  이거나 와 가 서로소가 아닌 경우  이 성립하지 

않는 예를 구하여라.

『풀이』
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1.3 부분군

정의 1.5 군  에서  의 부분집합  ≠ ∅가  의 연산에 관하여 군을 이룰 때, 

 를 군  의 부분군(subgroup)이라 하고  ≤  로 표기한다. 

예제 1.13

          (1) ℝ∗∗는 곱셈 군 ℝ∗의 부분군이다.

          (2) ℤ 는 ℝ 의 부분군이다. 

          (3) ℝ은 ℝ의 부분군이 아니다. 

          (4) ℤ
 는 ℤ의 부분군이 아니다. 

『풀이』

정의 1.6

(1)  와 를  의 자명한 부분군(trivial subgroup)이라 한다.

(2)  와 가 아닌  의 부분군을 진부분군(proper subgroup)이라 한다.

정리 1.6 군  에서  의 부분집합  ≠ ∅가 다음을 만족하면  는  의 부분군

이다.

(1)  ∈ ⇒ ∈

(2) ∈ ⇒ 
 ∈

『증명』

정리 1.7 군  에서  의 부분집합 ≠ ∅가 

 ∈ ⇒ 
 ∈

다음을 만족하면  는  의 부분군이다.

『증명』
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예제 1.14

               
 

 ∈ℝ는  ℝ의 부분군이다.

『풀이』

군  가 유한군(finite group)이고  가  의 부분군일 때, 다음 명제의 진위를 판정하고 

이유를 설명하시오. [2010]

(1)  와  의 부분군의 개수가 같으면    이다.

(2)     
   ∈ 는  의 부분군이다. 

『풀이』

정리 1.8 군  에서 유한 부분집합  ≠ ∅에 대하여  ∈ ⇒ ∈ 가 성립

하면  는 군  의 부분군이다. 

『증명』
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예제 1.15

           (1)   ∈   은 의 부분군이다. 

           (2)      은 의 부분군이다. 

           (3)          는 ℤ ×ℤ의 부분군이다. 

『풀이』

정리 1.9 군  의 부분군   에 대하여     ∈ ∈ 라 정의한다. 

그러면  가  의 부분군이기 위한 필요충분조건은    인 것이다. 

『증명』
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정의 1.7 군  에서   ∈∣∀∈    를  의 중심(center)이라 한다.

예제 1.16

           와 의 중심을 찾아라. 

『풀이』

정리 1.10 군  의 중심 는  의 부분군이다. 

『증명』
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정리 1.11 군  에서 ∈ 에 대하여 〈〉 ∣∈ℤ는 를 포함하는  의 

최소의 부분군이다. 즉,  가 를 포함하는  의 부분군이면 〈〉⊂  가 성립한다.

『증명』

예제 1.17

           ℤ
 의 원소 과 에 대하여 〈〉, 〈〉을 구하여라.

『풀이』

정의 1.8

(1) 군  와 ∈ 에 대하여 〈〉를 에 의하여 생성되는 순환 부분군(cyclic 

subgroup)이라 한다. 

(2) 군  에 대하여  〈〉인 ∈ 가 존재할 때,  는 순환군(cyclic group)이라 

하고 를 생성원(generator)이라 한다. 

  ※ 순환군은 가환군이다. 또한 순환군의 생성원은 유일하지 않다. 

정리 1.12 군  에서 ∈ 에 대하여 다음이 성립한다. 

(1)  가 무한 위수를 가지면 〈〉 ∣∈ℤ는 무한 부분군이며 각각의 ∈ℤ  

     에 따라 는 모두 다르다.

(2)  이면 〈〉는 위수 을 갖는 부분군이며 

     〈〉       ⋯   이다. 

『증명』
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정리 1.13 순환군의 모든 부분군은 순환군이다.

『증명』

정리 1.14 위수 인 순환군  〈〉에 대하여 다음이 성립한다. 

(1) ∣인 에 대하여 〈〉는 위수 인  의 부분군이고 

   〈〉 ∈    이 성립한다. 

(2) ∣인 에 대하여 의 위수를 가지는 부분군이 유일하게 존재한다. 

(3) ∣인 에 대하여 의 위수를 가지는 원소는 개 이다. 

(4)  는 개의 생성원을 갖는다.

『증명』


